Mathematikaufgabe 105
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Aufgabe: Erkliren Sie Prinzip und Nutzen eines neuronalen Netzwerks.
Losung: Ein neuronales Netzwerk ist eine lineare Abbildung von einem Zustandsvektor

X

X

n

zum gegenwértigen Zeitpunkt auf einen Zustandsvektor
N

Y=V

Ym

zu irgendeinem spateren oder zukiinftigen Zeitpunkt. Sie wird durch die Gewichtsmatrix

Wiy Wi Win
W = Wil Wij Wz n
Wml ij Wmn

vermittelt. Dabei mag x allgemein tiber » Komponenten und y iiber m Komponenten verfiigen.
In Matrizenschreibweise ist diese Abbildung gegeben durch

i Wi 0 W o W, | X
yi = Wil Wij Win x‘j .
ym Wml o ij e Wmn xn

Mit der Festsetzung
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B2 b
y=| v |=- b |=-b
Vo b,

stellt das lineare Gleichungssystem fiir 7 >3 einen Satz von m Hyperebenen dar:'
WX, + WX, +...+w,x, +b =0,
Wy X, + WyXy +...+ W, x, +b, =0,
WX +w x,+...+w, x +b =0.

Das System ist eindeutig 16sbar, wenn Rg(W,b)=Rg(W)= 7. Dann mu W eine n-reihige
quadratische Matrix sein. Nur im Fall einer reguldren Matrix ist die Abbildung invertierbar, d.h.

x = W'y, und wir kénnen den Anfangszustand zur Erreichung des zukiinftigen einstellen:

X i W Win Wi
X; | =] Wa Wi Win Vi |
xn Wnl an nn yn

-1

Die Inverse der reguldren Gewichtsmatrix ist dabei gegeben durch

-1

Wi Wi Win W W, ",
Wi Wi Wi | = 1 W, VV:’j w,
. . . detW| . . .
Wnl an Wnn W;zl I/an VI/nn
mit den Adjunkten
Wiy Wistj-1 Wis Wi
. (_ 1)i+j Wi Wit jm1 Wis Wisin
=
Wit Wit j-t Wit j+1 Wist,n
W Wit j-1 Wistjs Won

1 Die Gerade stellt in zwei Dimensionen den Sonderfall einer Ebene dar.
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Damit folgt explizit
Wi W, W,
1
-1
= w.. g w
detw| " VY "
mit
Wi Wi W,
detW: M}il cee Wl] e ‘/Vin'
Wnl s an RN Wnn

Die Losungen des Anfangsvektors lauten

Wiy i W,
——(W +W, v, +...+ W )— ! .
xj_detW LM 2 Y2 T .- njyn_detw V‘fn Yo Wm
wnl yn Wnn

In den meisten kinematisch einfach zu beschreibenden Fillen kommen wir mit maximal 3 Di-
mensionen aus. Im zweidimensionalen Fall erhalten wir z.B. fur

Wi Wy,
W= (
Wrr Wi

die Inverse

Wfl: 1 (VI/II VVZIJ
det W\ W, W,,

wobel

W = 1 W Wy _ 1 W o —Wp
detW\W,, W, ) detWl-w, w, )
wihrend die Determinante gegeben ist durch

Wi Wy,

det W = =W Wy, — Wy W,

Wy Wi
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Die Losungen des Anfangsvektors lauten

1 1 i Wi Wy, — VoW,
_ _ _ YiWar = VoW
X _d tw(m1y1+%1y2)_ =
C WiiWay =Wy Wi Vo Wop| W Wy, = Wy W,
und
1 1 W11 J/1 W, — VY, W.
X, = (VVlzyl—i_Vszyz): = L2t~ M .
det W Wy Wy — Wy W, Wy V| W W, — Wy W
11W22 b iWia War W2 11Wao = Wo W2
In drei Dimensionen errechnen wir fir
Wi W, Wi
W=lw, w, wy
Wi Wy Wi
die Inverse
. Wa Wy W
-1
= w., W, W,
12 22 32 |
detW
W Wy Wy
wobel
Wi Wy (Wi W3 W Wi
Wiy Wis Wiy Wi Wy Wy
a1 W Was| (Wi Wi3 Wi Wi
detW| |wy, Wiy, Wy Wi Wy Wy
Wi W W Wi Wi Wi
Wi Wi, Wi Wi, Wy Wy

Die Determinante lautet

Wi Wi Wi
Wor Way Wos| = Wy Wy Was + WirWo Wy + WisWy Way — Wi Wo, W3 — Wi W s Wy — Wi Wy W,

W31 Wy Wi
Damit erhalten wir die Losungen

Vi Wi Wi
Yy Wy W)

Y3 Wi Wi

1

(WnJ’l +W,», + VV;1)’3): m

X =

detW
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W Y Wi

1
Xy :W(m2y1+%2Y2+M2y3):m Wor Voo Wil
Wy V3 Wi
1 1 Wi Wi N
X3 =W(VV]3yl +VV23y2+VV33y3)=mW21 Wy Vol

Wi Wy s

Das Prinzip des neuronalen Netzwerks 146t sich leicht auf Matrizen ausdehnen. Ist etwa eine

Zielmatrix durch

Yo o Yy o Y
Y=\Ya 0 Yy o Vi
ynl ynj ynn

gegeben, wobei die Spaltenvektoren gleich den Soll-Zustandsvektoren sind, i.e.
Yij

yj: yl/ B

ynj

dann lassen sich auch die Zustandsvektoren des Anfangszustands in einer Zustandsmatrix

X Xy Xin
X = ‘xil xlj 'xm
xnl e xnj e x’m

erfassen. Ihre Spaltenvektoren

le

X,

beschreiben den Anfangszeitpunkt. Die Gewichtsmatrix
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W Wi Win
W = Wil Wl] Win
Wnl een an eee Wnn

bleibt dabei unveridndert. In Matrizenschreibweise ist die Losung der Abbildung Y = WX
durch ebendieselbe Inverse wie fiir den einzelnen Zustandsvektor gegeben:

-1

X Xy, Xin Wi W, o W, B U 4 T
xll e xu oo xln fed Wll oo M)lj oo Wln yll e yll oo yln R
xnl xnj xnn Wnl an Wnn ynl ynj ynn

Wenn man also die Zukunft (entweder rechnerisch oder durch evolutionédres Training) kennt
und gezielt herbeifiihren will, so ist dafiir ein neuronales Netzwerk bestens geeignet. Es hat den
Vorteil, dall man die explizite und meist komplexe Zeitabhédngigkeit nicht zu wissen braucht,
sondern nur jeweils Anfangs- und Endzustand kennen muf3. Der Zielvektor muf3 ein tatsédchlich
stattfindendes Erfolgsereignis® oder -erlebnis beschreiben. Das kann ein eigener Vorteil sein
oder ein Nachteil des Gegners oder Mitbewerbers. In jedem Fall mufl das Ereignis eintreten,
aber das kann trainiert werden. Das Ergebnis dieses Trainings ist die Gewichtsmatrix. Weichen
die Werte, die das System zwischen Anfangs- und Endzustand einnimmt, temporar voneinander
ab, kann man die Gewichte durch ein sogenanntes Gradientenabstiegsverfahren korrigieren.
Haélt man die Differenz zwischen Soll- und Ist-Zustand durch ein konvergentes Verfahren wie
die Backpropagation konstant auf null, ndhert man sich im Lauf der Zeit unweigerlich dem
Erfolgsereignis.

2 |m Sinne von Uberleben
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