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Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Lorentz-Transformation die RuhegréRen fir Energie,
Masse und Impuls.

Losung: Der Energie-Impuls-Satz in einem ruhenden System S lautet:

E? =mjc* + p*c?,
wobei E die Energie, p der Dreierimpuls, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und m, die Masse des
Teilchens ist.

Dabei sind die Komponenten des Impulses im bewegten System S’, das sich gegenlber S mit
konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegt, gegeben durch

p,=m'u;, p,=mu;, p;,=mu,

wobei sich die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u’ im gestrichenen System nach
den Additionstheoremen wie folgt darstellen:

2 2
Y Y
u, 1—7 u, 1——2
r_ UX -V r_ C r_ C
ul = Uy =———"— uj=——"
1 WY 1 Uy 1Y
c? c? c?

Diese Geschwindigkeiten hangen aber von den im System S gemessenen Geschwindigkeits-
komponenten des Vektors u ab.

Fur die Masse im bewegten System gilt

wobei sich das Betragsquadrat u'® =u;’ +u;’ +u;’ wie folgt errechnet:

2 2
(u, —v)* +u§[l—\ézj+uf(1—\éz]
u/Z — )
uv)

1- 2

Ausmultipliziert ergibt sich wegen u =c die Konstanz der Geschwindigkeit in allen Inertialsy-
stemen,
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Setzen wir die Masse und die Geschwindigkeiten des bewegten Systems ein, ergeben sich in
diesem die folgenden Impulse:

2 2

\Y VvV

u.l—— u ,/1——

pr _ m, u, —Vv pr _ m, Y C2 p/ _ m, ! 02
x 2 uv'’ y 2 uv z 2 uv
\/ L S \/1—u 1--3 U1

2 C 2 C 2 C

C C C

Mittels der Identitat

u c c
I-== TV
c’l1-—2
Cc
1 uz vdoudv 1 1 u? 1 v?
= T et T T\t 2
u,v c° cC c u\v C C
1--% 1-—%-
c
konnen wir im Nenner kirzen:
' m, (ux _V) r_ mOuy r MU,
Px= 2 > =T k=
u Vv u u
\/_2\/ = 1-=5 1-=5
c c c c

Eliminieren wir noch die Masse mittels

ergeben sich schlieBlich die Impulskomponenten des bewegten Systems:

, m(u,—v) E , ,
px:—zzy px_c_zv ) py:muy:py' pz:muz:pz’
L
C

wobei wir fir die Eliminierung der Masse die Aquivalenz von Masse und Energie E =mc?
benutzt haben. Dabei steht
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E'=mic?=_TC

Substituieren wir im Nenner die Geschwindigkeit wieder durch die des unbewegten Systems,
ergibt sich

2 2
B (1_“_x2"j:—mc : (1—“_2"j
C C
-V 1-
C C C

bzw. die Transformationsformel fur die Masse,

oM uy
V2 ¢ )

-

was fur u, =Vv im gestrichenen System die Ruhemasse

2 2

m \' \"

my=m’= [1_ zj:m 1-—
C

v2 c

C2

ergibt. Die Energie transformiert sich damit wie folgt:

, E u.\Vv E mu,v
E :—Vz(l——zjz - =y7(E-py).

Cc 2 2
N T
C C C

Im ruhenden Inertialsystem hingegen gelten die Impulse

Mit den inversen Transformationen der Geschwindigkeiten

2 2

/ \ / v

U’ v Upl—— Uy, 1-—
— X u = C U. = C

X y [ ' z '
uyv uyv uyv
1+ 1+-% 1+
C C C
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ergibt sich eine Abhéngigkeit von den Geschwindigkeiten im bewegten System,

2 2

v / v
m, U +v m uy\1- 2 m 1=
0 X 0 C _ o C

px: VR py: ! ! pz_ !
\/_Uzl+uxv \/ u* 1+U—X2V \/1_u2 14+ %Y

2 —_ 2
c? c c? c c? c

Fir ein Teilchen hingegen, das in S' ruht, erhalten wir wegen u; =u; =u; =0 sowie der Iden-
titat

im System S den Impuls

m,Vv
p, = 0 , py:ol pZ:O

2

1-

O 1<
[N}

und die Energie

c? c?

Die Ruheenergie im gestrichenen System, die man tblicherweise mit E, bezeichnet, ist dann

gleich

2 2 2 2
m,C v
=—2 (1——2J:m0c2.

EEfsaTisn e

Ldsen wir die Energie im Ruhesystem
EO = }/(E - va)

nach E auf, erhalten wir

E, E,
E=—+pv=—"S+ymV’ =yE, (iz
4 /4 4

o|<
N
N
Il
<
m
o

Durch Quadrieren ergibt sich
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E? =y%E;.
Formen wir diesen Ausdruck um in
2
v
E’|1-= |=E.,
erhalten wir wieder die Energie-Impuls-Relation,
V2
2 2 2 2 2,22 2 2.2
E°=E;+E C—Z:E0+mvc =E, +p°c’.

Der Impuls

’ [ UXV !
p'=mu' =ym|1- o u

transformiert sich ferner mit Hilfe der Beziehung

ym(l— UXZVJU’ = {(7/ —1)u—'2\/—y}mv+ mu
c v
wie folgt:

, u,v
p'= ym[l— o2

ju’:[(y—l)%—y}mv+mu =mu-mv

Der Ruheimpuls p’ =p, ist demnach gegeben durch p, = m(u —v). Quadrieren wir diese Re-

lation, erhalten wir wegen u-v=Vv-v und u =c das Resultat

pr=m*(u-v)" =m’(u’—2u-v+Vv*)=m’(u*-2v* +v*)

2 2,2
v miu
=m’(u®-v*)= mzuz(l——zJ -

u y?

oder nach Ziehen der Wurzel die Relation
E
—=mu=yp,.
c

Losen wir die Gleichung p; = m? (u2 —v2) nach dem Impuls mu auf, ergibt sich

2

2.2 2 2,2 2 2
C—szu =p,+mMV =p,+p-.

Multiplizieren wir noch mit ¢?, ergibt sich wieder die Einsteinsche Masse-Energie-Aquivalenz
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E? =EZ + p*c’.

Energie und Impuls kdnnen mittels der Minkowski-Metrik zu einem Vierervektor zusammen-
gefalit werden:

E

— (muj (ymocj
C = =

D mv ymyVv

bzw.

E’ V2

2 2.2 2 2.2 2,,2 2.2 2.2

pO:mOC :Cz_p =mcCc —-mv =mC(l—C—2j:7mC.

Dabei ist mc= p der energetische Anteil des Viererimpulses und p=mv der gewohnliche

geschwindigkeitsabhéngige Dreierimpuls. In komplexer Schreibweise ist allerdings der ener-
getische Anteil der Vierervektor, und nicht der Ruheimpuls, mit dem Betragsquadrat

Imc|* = p2 + p? = p2 —i?p? =(p, +ip) (P, —iP).

Der vierdimensionale Ruhe- oder Eigenimpuls p, ist eine allzeit eindimensionale skalare
Grole.
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