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Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Lorentz-Transformation die RuhegrdRen fir Raum, Zeit
und Geschwindigkeit.

Losung: Wir setzen fur diese Aufgabe voraus, dal’ die Lorentz-Transformation bekannt ist:
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Dabei sind x, y z und ct die Orts- und Zeitkoordinaten im Inertialsystem S und X', y’, z' und
ct’ die transformierten Koordinaten im System S’. Die GroRe

1 fir i=j,
5i': .. . .
Y l0 fur iz

ist das Kronecker-Symbol. Um nun auf die Vektordarstellung zu kommen, formen wir die Ma-
trix in Vektoren um:
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Dieser Vierervektor kann in eine dreidimensionale Vektorgleichung
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und eine eindimensionale skalare Gleichung

VX+V Yy+V Z
C

zerlegt werden, oder in VVektornotation

x’:x+[(y—l)%—yt}v, t':y(t—v—'zxj.

c
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Mathematikaufgabe 179

Fur die Rucktransformation brauchen wir nur das Vorzeichen des Geschwindigkeitsvektors zu

x:x'+[(y—1)v.zx +yt’}v, t:y(t’+v'zx :
v c

andern:

Die Transformation der Geschwindigkeit erhalten wir, indem wir entweder die gestrichenen

GroRen durcheinander dividieren,
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oder die Differentialrechnung verwenden,
v dx

dx’ dx v dx dt dt dx dt
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was zum selben Ergebnis fiihrt, wenn wir den Kehrwert der Ableitung
dt’ d V-X v dx V-u
dt dty[ c? j y( c? dtj y( c? j

einsetzen. Damit erhalten wir die Geschwindigkeit im bewegten System,

oo el G Ml e

Da sich das Vorzeichen von v umkehrt, wenn wir den VVorgang im ungestrichenen System be-

trachten, gilt entsprechend
\1/-u’ {u—+{(y—l)lz-u—+l}v}.
1+—; v vor
C
Im Falle u"=0 gilt u=v, sodal mit u, =u" aus der Geschwindigkeit im bewegten System

u=

u'= 1\/2 {%{(7—1)—7]%}:7(“”)

-

Seite 2

Copyright © 2024, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten.



Mathematikaufgabe 179

die Vierer- oder Eigengeschwindigkeit folgt: u, = y(u —v). Quadrieren wir diese Gleichung,
ergibt sich

up =y (u?—2v-u+vi) =y (u? -2v2 +v?) =y (u* - V?)

bzw.

v V2
2 2 2 2 2,2 2.2 2
Uy =7 (u -V ):y u (l_u_zjzy c (1_C_ZJZC :

d.h. die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Bezugssystemen gleich. Um Viererort und Eigenzeit
bestimmen zu kdnnen, substituieren wir in den Gleichungen

X’:X+|:(7/—1)VV'ZX—j/ti|V, ty:y[t_V-ZXJ

Cc

den Ort x =ut, womit wir folgende Ausdriicke erhalten:
x’:ut+[(y—1)v.2u—y}vt, t':yt(l—v'zuj.
v C

Da im gestrichenen System u’=0 ist und nach dem Additionstheorem u=v, folgen mit
X'=X, und t'=t, fur Viererweg und Eigenzeit die Relationen

2
X, =(U—-V)t, t, :}/t(l—v—zjzl.

c Y

Quadrieren wir den Viererweg, erhalten wir den Ausdruck
Xg =(u=v) t* =(u? —2uv+v* )t* = (u® = 2v* + v* )t* = (u® - v*)t°.
Mit x3 =s? und u=c und wenn wir s=ct setzen, ergibt sich schlieRlich der Viererweg zu

2 2
Vi) s
sp =(u -V )t =c’t® (1—(:—2) =

Daraus folgt einerseits s =ys, und andererseits die Gleichung des vierdimensionalen Wegele-
ments,

se =87 —Vit? =c’t? —x

Das kann man in komplexer Schreibweise als Vierervektor definieren,

s? =5 + V2 =55 —i?V? = (s, +ivt)(s, —ivt),
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wohingegen

. - s) (ct
°Ix) (x
kein Vierervektor ist, auch wenn Einstein ihn als solchen definiert hat. Seine Definition wider-

spricht ndmlich dem Satz des Pythagoras, und eine komplexe Darstellung erlaubt sie gleichwohl
nicht.

Konsequenterweise ware die Zeit dann ebenfalls ein Vierervektor,

2 2
X , X . X X
=t + =t i =t i || i
0 C2 0 CZ 0 C 0 C

nicht aber die Eigenzeit

e
()

Diese ist und bleibt ein Skalar. In dieser und der vorangehenden Aufgabe haben wir gezeigt,
dal3 alle physikalischen GroRen wie Ort, Zeit, Geschwindigkeit, Masse, Impuls und Energie
Vierergrofien sind und sich damit aus vier Komponenten zusammensetzen lassen, einer poten-
tiellen und drei kinetischen. An der Dreidimensionalitat der Welt &ndert das allerdings nichts,
da die vierte Dimension nur ein konstanter Offset ist.
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