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Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Lorentz-Transformation die Ruhegrdfen fiir Beschleu-
nigung und Kraft in zwei sich mit konstanter Geschwindigkeit v relativ zueinander bewegenden
Systemen.

Losung: Die Geschwindigkeit im bewegten System lautet nach dem Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten

1 u vV u
"= - -1)—-—-1 ,
’ 1—V’”{7+[(y ) y }V}

C2

wobei u die additive Geschwindigkeit im Ruhesystem S ist und

der Lorentzfaktor. Das Differential von u’ ist wegen der Konstanz von v und y gegeben durch

v v
du+(y—1)(v2-dujv u+[(y—l)v2-u—y}v v-du

+
L Vv-u v-u ) c?
Vidi— CZ 14 1- CZ

Mit dem Zeitdifferential des bewegten Systems

dt’ = 7/(1— V'Zujdt
C

errechnet sich die Beschleunigung durch Quotientenbildung,

du v du u \ \
a,_d_w_dt*(y‘”(vz 'dtjﬁc*[(y‘”vz'“‘dcx.d_u

- dtl - . 2
}/2(1— Y Zuj
C

Substitution der Beschleunigung a=u in S liefert den Ausdruck

du' =

, a c? y-1 v Vv 1 v _\u
a = Z—V—z 3 E‘a E‘f‘—g E'a E
v-u v-u v-u
A T )

c c c

Im bewegten System S’, in dem das Teilchen ruht, ist u’=0, d.h.
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Mathematikaufgabe 180
1 u’ v u
u= —o—+| (y-1 —-—+l}v}=v.
1+V'2u {7 {( )V2 Y
C
Daraus resultiert die Eigenbeschleunigung
V2
=

“raty (y _j_zy(y_l)](%.aj%:y{a{yzg—i_ (y_l)va.zav}.

Mittels der Relation

Y-

a0: =

}/ZV—ZZ}/Z—l
c

lautet das endgtiltige Ergebnis:

V-a a,
ao :}/2|:a+(}/—1)v—zv:| bzw. a:y—g—(}/—l)v—zv.

Quadrieren wir die Ruhebeschleunigung, folgt

2 2
o= as(r-2) 2| :y4(a2+<2y—z>(vv?) H(yr-2r )

=74{az +(r —1)(V\;?)2J:74 (az +(r* —1)0—2(\/.?)2}:74&2 +7° (V'?)Z

<
o

bzw.

_ag v _ % 2 (V'a)z
a —7_}/ C_Z VZ _7_(}/ _1) V2 '
Fir v=0 bzw. y =1 ist die Beschleunigung gleich der Eigenbeschleunigung a=a,, und fur
vV =C geht sie unabhangig vom Winkel ¢ zwischen Geschwindigkeit und Beschleunigung ge-
gen Null, da ¥ gegen Unendlich geht,

v-a)’ a2
a’ +(J’2 —1)( v2) =a’ (l+(7/2 —1)coszgo)=y_f1

bzw.
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2
2 a,

° T v (1+(;/2 ~1)cos’ qo) -0

Wenn die Beschleunigung parallel zur Geschwindigkeit ist, ergibt sich wegen ¢ =0 eine kubi-
sche Abhangigkeit vom Lorentz-Faktor,

a,=y*[a+(y-1)a]=7’,

steht sie senkrecht dazu ((p = 7r/2), ist a, =y%a und es liegt eine quadratische Abhangigkeit

vor. Quadrieren wir die Eigenbeschleunigung, erhalten wir den Ausdruck

a;=7y‘la+(y-1) \i/'za VT =y {az +((r-1)"+2(7-1)) (V'f‘)z }

o~

\Y

B 2 2
a’ Jr()/2 —1)(V—aj }z ya® +y° (X-aj .
\Y C

Soviel zur relativistischen Beschleunigung. Kommen wir nun zur relativistischen Kraft.

~

Il
<

Mit dem Impuls p =mu ist die Kraft in einem Inertialsystem gegeben durch

dp dmu du dm
F=—"—=——=m—+u—.
dt dt dt dt
Die Anderung der Masse erhalten wir aus der Umformung

dm du
u—=F-m—
dt dt

durch Multiplikation mit u,

dm u
u-u—=F-u-mu-—.
dt dt

Daraus ergibt sich mittels der Substitution a =0 die Massenanderung in Abhangigkeit von der
Kraft und der Beschleunigung,

dm _F-u-mu-a

dt u’ '
Im Gegensatz zur Newtonschen Mechanik erfolgt die Herleitung der Kraft in der Relativitats-
theorie wegen der Massenveranderlichkeit nicht durch Multiplikation Masse mal Beschleuni-

gung, sondern durch Ableitung des Impulses nach der Zeit. Im gestrichenen Bezugssystem,
welches sich mit der Geschwindigkeit v von uns wegbewegt, ist die Kraft gegeben durch
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I:,:d_p:dmu _u,dm er,du .
da’  dt’ dt’ dt’

Da die Masse im bewegten Bezugssystem ihrerseits von der Geschwindigkeit u abhangt, mis-
sen wir das Additionstheorem der Geschwindigkeiten heranziehen, wonach

- E{(y_l)iz.ﬂ_l}v.
l_V-U y Ve oy
2

Cc

Die Ableitung dieser Geschwindigkeit nach der Zeit im bewegten System t" liefert die bereits
hergeleitete Beschleunigung

, a c? y -1 v v 1 v _\u
yz(l_ ’ J }/3(1_ ’ J }/2(1_ ’ j
c c c

Fur die Masse im bewegten Bezugssystem gilt die Abhéngigkeit

m’: m (l_v'zuj.
=

Da die Masse m’ nicht blo von u, sondern ebenfalls von der im stationdren Bezugssystem

gemessenen Masse m abhéngt, ist sie von der Zeit t abhangig. Das Differential im bewegten
Bezugssystem ist folglich gegeben durch

, dm V-u m v-du
T (l_ ¢’ j_ v oo
1—C—2 1—C—2

Da wir nach der Zeit t" im bewegten Bezugssystem nicht ableiten kénnen, bendétigen wir die
Lorentz-Transformierte der Zeit,

it = (1— V'Zu)dt.
\'

2 C
==

Dividieren wir diese beiden Differentiale durcheinander, erhalten wir mit a=u als letzte noch
verbliebene Unbekannte die Ableitung

dm’ dm 1 \Y

_’:__—_Z.ma_

dt’ dt , V-Uuc
C2
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Setzen wir alle bereitgestellten GroRen in unsere Ausgangsgleichung ein, ergibt sich folgender
Ausdruck:

c? 1- o2
1 {(y—l)lz-g—l}(x-majx+ ma
V-u Ve oy c C v-u
=5 &
c? C
c? y -1 v v 1 v u
- = | —ma|—+————| —-ma|—.
v, V-u C C V-u C C
A )
c c

Die Terme proportional zu u kirzen sich sofort heraus. Nach entsprechender Umformung der
ubrigen Ausdrucke erhalten wir

ud—m+ma
F'= dt + 1 d—m{(y—l)(lzuj—i/}v
1 Vel v
+— 7z majv
2
;2(1—\/—2 (%-ma}v.
V.uj C \'
SchlieBlich verbleibt die nur von GrélRen des unbewegten Systems abhéngige Gleichung

ot ud—m+ma+ ( —1)1-{ud—m+ma}— dm v
y(l_vuj dt AV T Tt |
2

C

Substituieren wir darin die Kraft geméal

dp _dmu dm du_dm
dat  dt dt dt dt

ergibt sich
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Multiplizieren wir die Kraftgleichung im unbewegten System

mit u,

du dm , dm
F-u=mu-—+u-u—=mu-a+u”—,
dt dt

und differenzieren die Masse

,(1+V-2UJ
C
m =,
2
1—

\'
c2

die sich mittels der Beziehung
12 2
u2 1_ u2 1_V7
1-L = c2\ ’ C
C v-u
(l+ > j
C

wie folgt schreiben laRt,

V'u’ u/Z
1 !
m(1+ o2 j m'y[1-—

m= = ,
V2 u?
1-- 2
c c

nach der Zeit t,

urZ V2 u12
m’, |1— - 1-
L S SO VI - S Y
dt g2 ¢ dt vu' NS dt
1—(:—2 (1+ o ) 1—0—2
2
v
¢z 1 du 1 1
- 3z MU-—== 7 zu-ma,
2°C dt u°c
1 u 1-2

konnen wir die Richtung der Geschwindigkeit u(u-ma) wegen u(u-ma)=(u-u)ma durch die

Richtung der Beschleunigung u’ma ersetzen,
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d mu(u-a) m(u-u)a > ma _ ma
F=ma+u——=ma+— s-=ma+— - =ma+— > = >
C u c u C u u
1-— 1-— 1-— 1-—
C c C C

Nach Umformung ist

u? u?
F(l——zjzma bzw. F=ma+—F.
C C

Multiplikation mit u liefert das Skalarprodukt

UZ
F-u=ma-u+—F-u,
C

woraus am Ende die Identitat der Massenanderung

dm _(F-ma).u_F-u
dt w2 ¢

folgt. Die Kraft besteht also aus dem herkdbmmlichen Term Masse mal Beschleunigung plus
einem zum Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen dynamischen Anteil, der sich nur bei
hohen Geschwindigkeiten auswirkt, nicht aber in der Newtonschen Mechanik. Eliminieren wir
damit die Massenanderung, verbleibt

1

e alaiaky

C

bzw. in anderer Schreibweise

2 2
ot Jrh-Y iy|1- poY [Bv_Fuil
1 Vvu ¢’ ¢ ] vv ¢

CZ

Die Kraft im bewegten Bezugssystem enthalt also einen Term in Richtung der Kraft im unbe-
wegten System und einen Term in Richtung der Relativgeschwindigkeit zwischen beiden Sy-
stemen.

Wenn wir u’ =0 setzen, d.h. u=v, erhalten wir mit F' =F, die Eigenkraft

F-v ,F-v % F-v
Fo:7F+V[(72_7)’ =7 2 }:7F+V{72[1_C_2j_7} 2

\' \Y

und schliel3lich die tUbersichtlichere Darstellung

F.
F = VF_(7_1) Vzv V.
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Multiplizieren wir die Eigenbeschleunigung
v-a
ao :}/2|:a+(}/—1)7Vj|

mit der Masse m,,

. ma-
F, =ma, =myy’ [a+(y—1) v Za v} = y[ma+(y—1) az v V},
v Y
erhalten wir mittels der Substitution
ma=F-v—
d

die Eigenkraft

dm), ¥’ -y dm BV, e dm
e [ Y G G AR

v dt

Eliminieren wir darin die zeitliche Massenanderung vermége

dm_ 1 mawv_F-v
dt vioc¢d

folgt schlieBlich

F-v ,F-v
V.
v

Fo:?’F"‘[(VZ_?’) R

}v:yF—(y—l)

Die Eigenkraft ist also gleich der Kraft F, falls F-v =Fv, d.h. falls die Kraft in Richtung der
Geschwindigkeit zeigt,

F
F, :yF—(y—l)Tv%zyF—(y—l)F —F,

bzw. proportional zur Kraft, falls F-v =0, d.h. wenn Kraft und Geschwindigkeit senkrecht
aufeinander stehen,

.VV:}/F.

Fo=7F-(r-1)=

Die Kraft verschwindet demnach fiir v=c, da ¥ unendlich wird,

F:5—>0.

/4

Copyright © 2024, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 8



Mathematikaufgabe 180

Das ist ein vollig unerwartetes Verhalten, da Kraft und Beschleunigung nicht wie Raum und
Zeit oder Impuls und Energie mit der Geschwindigkeit zunehmen, sondern das Gegenteilige
der Fall ist. Verwunderlich ist insbesondere, dal’ die Ruhegrofien bei Bewegung abnehmen und
damit noch unterschritten werden, was eigentlich nicht sein kann. Daher mag es von groem
Interesse erscheinen, wie sich die Vierergrollen verhalten, ob sie moglicherweise ein umge-
kehrtes Verhalten zeigen oder ob es einen anderen Grund fir diese ,,Anomalie* gibt.

Quadrieren wir die Ruhekraft,

F-v 2 F-v 2 F-v
FOZ:(}/F_()/_]_) V2 Vj :}/ZF2+()/_1)2( Vz) _2}/()/_1) V2 oy

F-v)’ F-v)’
:y2F2+(y2—2y+1)( VZ) —2}/2( VZ) +2y 7

2 F-V)z v 2
—2F2 (21 C_(_: 2 FZ_(F'_j ’
! Y )vz cz 7 { c

ergibt sich die relativistische Kraft entsprechend zu

FZ 2 FZ 2
F? =—°2+(F-Xj =0 4 F?cos’ .
y c c

Mithin gilt allgemein

2
Fee 2t 1Y

2
v, c
1—C7COS (1)

Ist die Kraft parallel zur Geschwindigkeit ((p = 0), ist die Kraft gleich ihrer Eigenkraft, steht
sie senkrecht dazu (¢ =7/2), gilt F=F,/y.

Wir haben hier nur als Spezialfall analysiert, was wir oben bereits allgemein gezeigt haben.
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