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Aufgabe: Leiten Sie die Vierervektoren der Speziellen Relativitétstheorie her.

Ldsung: Fir die Spezielle Relativitatstheorie bendtigt man die Minkowski-Metrik. Danach ist
der Vierervektor ein Vektor, der sich additiv aus dem normalen Ortsvektor x mit den Einheits-
vektoren e,, e,, e, und einer vierten Raumrichtung e, geman

X8, + X,€, + X85 + X,8, = Xe, + Ye, + ze, +Cte,

zusammensetzt. Einer Konvention folgend stellt man die vierte Dimension voran, so dal der
Vierervektor des gestrichenen Systems aus Erhaltungsgriinden gleich dem Vierervektor des un-
gestrichenen Systems ist und umgekehrt:*

konnen wir den Vierervektor s’ = cte, +ix wie eine Zahl behandeln, wohl wissend, daf e, und
i Vektoren sind, deren Skalarprodukte wie folgt lauten:?

e, -, =(1 o)@zl, e,-i=(1 o)@:o,
e, = (0 1)@:0, ii=(0 1)@:1

Mit den kontra- und kovarianten Vierervektoren

, (ct 1) (0 , _, f[ct 1 0 :
s’ = =ct| |+| [Xx=cte,+ix und S = =ct| |+ X = cte, —ix
X 0 1 —X 0) (-1

1Rt sich das quadratische Wegelement wie eine komplexe Zahl berechnen:

12

s'? =s'-5 =(cte, +ix)(cte, —ix) = c’t*(e, -, ) —ctx(e, i) +xct(i-e,)—(i-i)x®

=c’t? —x?

oder einfacher

! Die physikalischen Gesetze sind universell, d.h. unabhangig vom Bezugssystem.
2 Im Unterschied zur Funktionentheorie ist das Quadrat von i in der Minkowski-Metrik gleich eins.
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Mathematikaufgabe 181

—at(L o)ct@m L O)(_Oljx+(0, 1)xct((1)j+(0, l)x[ °

]x} =(ct+ix)(ct—ix)

jx:czt2 —x2

$7 =55 = (et X)Ctxj -0+ l)X]{Ct(éH ;

Das komplexe Betragsquadrat® ist somit vollig identisch zum Minkowskischen Skalarprodukt
s = (ct+x)(ct—x)=[ct(L 0)+(L 0)x ]| ct 11 X
0) (0

=ct(1,0)ct ((1)] —ct(1, O)((le +(1,0)xct (é} -(1,0) x(;] X

=ct? —ctx+xct —x® =c’t? —x?,

wobei wir lediglich aufpassen missen, daf3
i =i-i*=i-(~i)=(0 1)( Olj=—1

und wir nicht i = —1 setzen dirfen, womit dann auch das konjugiert-komplexe Betragsquadrat

12

s =5"-5 = (cte, +ix)(cte, +ix) =c’t? +i-ix’ =c’t? - x*

die richtigen Ergebnisse liefert, wohingegen die anderen Moglichkeiten (hier zum Vergleich)
falsch sind:

s =s'-s'=[ ct(1,0)+(0,1) x]{ct (;] J{(l)) x} =t + %7,
2 =55 =[ct(1,0)+ (0, —1)x]{ct(;j+(_oljx} _ X

Fir komplexe Vierervektoren s' = cte, +ix und §' =cte, + ix ist das Skalarprodukt ahnlich de-
finiert wie fur reelle Vektoren, lediglich mit imagindren raumlichen Anteilen,

s'? =s'-5 =(cte, +ix)(cte, +ix)

=c’t’, e, +ctx(i-e, +e,-T)+i-ix’ =cit’—x*.
Man beachte, daR die Minkowski-Metrik nicht konform zur Funktionentheorie ist, in welcher
gilt:

s =s'-5 =(cte, +ix)(cte, —ix) = c’t’e, -e, —i’x* =c’t* + X

3 Man muB sich wegen des negativen Vorzeichens keine Sorgen machen, da negative Werte physikalisch nicht
vorkommen kénnen.
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Weil man der Meinung war, ein Betragsquadrat diirfe nicht negativ werden, hat man i* = -1
gesetzt, was aber zu Diskrepanzen mit dem Viererformalismus filhrt, denn i* =1 (siehe oben).
Da Raum und Zeit aufeinander senkrecht stehen, verschwindet der Imaginarteil ohnehin. Der
quadratische Viererwegunterschied ds'> kann theoretisch sowohl positiv als auch negativ sein.

Da der Fall ds'* <0 das Kausalititsgesetz verletzt und bisher kein Nachweis einer berlicht-
schnellen Ausbreitung gelungen ist, gibt es in unserem Universum keine raumartigen Ereig-
nisse, es sei denn, man nimmt an, daf sich der Raum beim Urknall Gberlichtschnell ausgebreitet
hat. Einsteins Hypothese besagt aber, daR sich nichts schneller als das Licht ausbreiten kann,
und davon sind auch Energie und Impuls betroffen. Da Raum und Zeit lediglich die Kehrwerte
dieser GroRen sind, sollte das auch fur das Universum gelten. Weil aber die Vergangenheit
gemall dem Kausalitatsgesetz nicht mehr existiert, kann man auch nicht in die Vergangenheit
reisen. Diese laRt sich lediglich anhand von Erinnerungen und Aufzeichnungen wiedergeben.
Das heil3t aber nicht, dal? die Vergangenheit in einem abgeschlossenen System nicht eines Ta-
ges wiederkehren konnte. Bei einem reellen und positiven Betragsquadrat ds” >0 miissen also
alle Ereignisse zeit- oder lichtartig sein. Man muB also nicht wie in der Minkowski-Metrik zu
ko- und kontravarianten Vektoren greifen.

Vierervektor.* Wir beginnen mit dem Vierervektor der Raumzeit, deren Orts- und Zeitkoordi-
naten mittels der Lorentz-Transformation gegeben sind durch

x=x'+{(;f—l)v'zx +yt’}v, ct=y(ct’+ VX j
v c

Quadrieren wir die Orts- und Zeitkoordinaten, ergibt sich

' 2 N\ 2
xzz{x’+[(y—l)v.zx +;/t’}v} : cztzzyz(ct’+v Xj :
v c

Durch Subtraktion erhalt man den Ausdruck

! 2 ’ 2 ’ 2
V-X V- X V- X
cztz—xzzyz(ct’+—j —{x’{(y—l) - +yt’}v} :yz(ct’+_j —x'?
c v

C

!

' 2
V-X , , V-X '
—2[(7/—1) 2 +yt}v-x—[(y—l) . +yt} V2.

Lost man die quadratischen Terme auf, folgt weiter
v’ 2
c’t? —x? =yt + 2y vt X'+ (V- X') = x? —(2;/2 - Zy)vt’ X'

CZ

(v-x) (v-x)
—(;/2 -2y +1)—2—7/2V2t’2 —(2;/ —2)—2—2yvt’-x’.
Vv \'

4 Es geht aus dem Kontext hervor, welcher der zahlreichen Vierervektoren jeweils gemeint ist. Wenn sonst nichts
vermerkt ist, ist damit stets der Vierervektor der Raumzeit gemeint.
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Nach Kirzung verbleibt

2 2 2
v -1
o242 _x2 :yzcz(l__zjtrz_xrz+[7_2_7 _ }(V-X')Z.
C

Wie man leicht nachrechnet, ist

Damit erhalten wir schlieRlich die Invariante

12 _

S o2 x? =t _x? =¢2

S,

Umgekehrt ist die GrolRe s mit den Ricktransformationen
X' = x+[(7/ —1)V—’2X—yt}v, ct'= }/C(t _V_ij
v C
ebenfalls ein Vierervektor. Der Gang der Rechnung ist der gleiche:
XY V- X ?
: j —{x+v[(y—1) 7 —}/t}}

(v-x)° (v-x)’
:yzcztz—27/2tV'X+)/2T—X2—(2)/—2) +2ytv-X

VZ

v
s> =y%° (t—
c

v-x)2
V2

_(},2_2y+1)( +(2y2—2y)tv-x—v2y2t2.

Nach Kirzen entsprechender Terme ist klar, daf auch die Umkehrtransformation

2 2 2
s? = y2c? (1—\/—2}2 —X? {y__ 4 1}(v-x)2 =c’t? —x* =5
c

c? VA

invariant ist. Da die beiden Quadrate identisch sind, sind auch die Wurzeln gleich, d.h. s=¢,
woraus mit der Lorentz-Transformation folgende Zusammenhénge ergeben:

s’=ct+ix=yc(t’+v'zx j+i{x’+v{(y—l)v'2x +yt'}},
c v

s=ct’+ix’=yc(t— V'ij+i{x+v[(y—1)v'zx—yt}}.
c v

Indem wir die beiden Gleichungen voneinander subtrahieren, erkennen wir, daR Raum und Zeit
bei einer Lorentz-Transformation erhalten bleiben,
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c(t’—t)+i(x’—x):yc(t—t’+c—vz-(x—x')j+iyv(t—t’+vlz-(x—x’)j.

Das ist nur moglich, wenn die beiden Koeffizientengleichungen identisch verschwinden,

(y+1)c? (t—t)+yv-(x—x)=0,
VA (t—t")+(y +1)v-(x—x")=0.

Wir haben also ein homogenes lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten vorliegen, fiir
das es eine eindeutige Losung gibt. Eliminieren wir mittels

V-(x=x')= —ﬁvz (t—t")

in der ersten Gleichung den relativen Ortsanteil, folgt aus (1+y)(t—t")=0 die Gleichheit der

Zeit t =t' in jedem Bezugssystem. Eliminieren wir hingegen mittels

/4

t—t'=——
(;/+1)C2

V- (x=X)

in der zweiten Gleichung den relativen Zeitanteil, folgt aus (1+y)v-(x—x")=0 die Gleichheit

des Raums x=X" in jedem Bezugssystem. Wir haben damit gezeigt, dal analog zur Energie-
und Impulserhaltung auch die Erhaltung der Raumzeit gilt,

t'=t und X =x.

Daher sieht es fiir ein expandierendes Universum ausgesprochen schlecht aus, es sei denn, man
zweifelt die Gultigkeit der Relativitatstheorie an.

Man kann, wenn man will, den Beweis auch noch anders fiihren. Um die Gleichheit der Zeiten
und des Raumes in allen Bezugssystemen zu beweisen, bilden wir die gemischten Quadrate

(ct+ ix’)2 =c’t’ +i’x? +2ictx’ und (ct'+ ix)2 = C°t"? +i°X® + 2ict'x
und ziehen sie voneinander ab, so daB sich nach Umformung der Ausdruck
(ct+ix')" —(ct'+ix)" = c’t? — i’ —(c?® —iPx? ) +ic (tx' —t'x) —ic(t'x —tx)
ergibt. Da die Imagindrteile wegen des reellen Betragsquadrats identisch verschwinden,
tX'—t'x=0 bzw. t'x-tx'=0,

setzen wir im ersten Schritt x und t geméaR den Lorentz-Transformationen

!

x:x'+[(y—1)v.zx +yt'}v und t:y(t’+v.zx]
v c
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in die Gleichung tx' =tx ein,

!

y(t’+vzxjx’:[x’+(y—1)v'zx v+yvt’}t’,
c v

formen entsprechend um,

V'X’ ' 141 141 ' 141 '
X =Xt +(y =L)Xt +pt"?v =Xt + yt”v,

yX't' +y

kiirzen gleiche Terme auf beiden Seiten, so dal? die Relation

!

VX

X' =t"v
C

verbleibt, die wegen der Identitat (v-x')x"=(x"-x")v und nach Multiplikation mit v den Aus-
druck

XIZ — CZtIZ

ergibt. Ahnlich setzen wir die Riicktransformationen

X'=X+{(y—l)v'zx—yt}v, Ct’:yC(t— v-zxj
v c

in den zweiten Imaginarteil t'’x =tx" ein,

(e plefirnteonl

multiplizieren aus,

. xt
th—yVZXx:Xt+(7/—1)V2X v—yt?v,
c v
formen um,
(y—l)xt+;/t2v:yv—.zxx+(;/—1)v'2Xtv,
c v

machen von der Identitat (v-x)v =(v-v)x Gebrauch,

Vi (r-1)xt,

()/—l)Xt—i—)/tZV:]/ .

womit wir schlieBlich nach Kirzen den Ausdruck
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finden, der mit v multipliziert die Relation c’t® = x* ergibt. Damit vereinfacht sich unsere Aus-
gangsgleichung betréchtlich,

(ct+ix)’ —(ct' +ix)* =0

bzw. (ct+ix')" = (ct'+ix)". Ziehen wir daraus die Wurzel, ct +ix' = ct’ +ix, folgt nach Koef-

fizientenvergleich t =t" und x = x". Wir haben damit auch gezeigt, daR die beiden Bewegungs-
gleichungen in jedem Bezugssystem identisch sind,

x=ct bzw. X' =ct’,
und dal die Welt lichtartig ist, weil die quadratischen Wegelemente identisch verschwinden:
?=ct*-x*=0 bzw. s*=x"*-ct"*=0.

S

Setzen wir die Transformationsgleichungen der Lorentz-Transformation in die beiden Vie-
rervektoren ein, folgt nach geringfugiger Umformung

s=ct' +ix = yc(t— VC.szJF i (xj{(y—l) \;'ZX —yt}vj =ct +ix
+[(7/—1)Ct—7/%}+ i [(y —1)%V—yvt}

Damit der dritte und der vierte Term zum Verschwinden gebracht werden kénnen, muf3 das
lineare Gleichungssystems mit zwei Variablen

(y-1)c’t—yv-x=0,

2

—}/V—zczt+(;f—l)v-x:0
c
geldst werden. Dazu multiplizieren wir die obere Gleichung mit ¥ —1 und die untere mit ,

(7/—1)2 Czt—)/(j/—l)V-XZO,
2

—yz\é—zczt+}/(y—l)v-x:0,

und addieren beide Gleichungen:

2 LV, of 2 VP 2 2
(y-1) —» = ct=[y"|y —2 —2y+1|ct=2(1-y)c’t=0.
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Dieser Ausdruck kann nur verschwinden, wenn (y—l)t =0 ist und folglich t=0 sein muB.

Um die zweite Losung zu finden, formen wir zunéchst wie folgt um,

v? V2
(y—l)c—zczt—}/c—ZV'X: O,

V2
—yC—2c2t+(y—l)v-x:0,

multiplizieren die obere Gleichung mit ¥ und die untere mit y —1

2

v? v
y(y—l)gczt—yZ?V'X:O,

V2 2 2
_7(7_1)C_2Ct+(7_1) v-X=0,

und addieren wie gehabt,
2 v? V2
(y-1) —yzg v-x=|y’ 1—C—2 ~2y+1|v-x=2(1-y)v-x=0.

Dieser Ausdruck kann nur verschwinden, wenn X =0 ist, denn dann verschwinden der dritte
und der vierte Term ebenfalls und es gilt

V-X
V2

s=ct’+ix’:ct+ix+{(y—l)ct—y%}ﬂ{(y—l) v—yvt}:ctﬂx:s’.

Durch Gleichsetzen folgt auf’erdem, da wegen
s=ct'+ix'=ct+ix=¢s"

die Gleichung
c(t—t")+i(x-x")=0

nur verschwinden kann, wenn die Zeit- und Raumerhaltung t =t" und x—x" gilt, d.h. wenn
Raum und Zeit &hnlich wie Impuls und Energie in jedem Bezugssystem gleich sind. Damit
lautet der Vierervektor

ct .
s’z( jzctﬂx.
X

Dabei ist nach dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten X = ut, wobei u nach dem Addi-

tionstheorem der Geschwindigkeiten die relativistische Uberlagerung aus der Relativgeschwin-
digkeit v und der der im bewegten System gemessenen Geschwindigkeit u’ ist. Driicken wir
die vierdimensionalen Wegelemente durch die additiven Geschwindigkeiten aus, lauten die
Vierervektoren
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s'=ct+ix= yct’(l+ Vc'zu'j+ i {u’{(y—l) v\;zu’ +y}v}t’,
s=ct'+ix =yct (1— Vc'zuj+ i {u +[(y -1) VV'ZU —y}v}t.

Deren Quadrate sind dann gegeben durch

N2 , 2 )
52 = y2c2t" (1+ v 2U j —{U'+{(}/—l) \ 2U +}/}V} % = y2c? (1_\/_2},2 Ut
c \' C

2

2
+2y (y =1)v-u't? =2y (y-1)v-u't” J{y_z_ ’ _1}(V-u')2tr2

C v2

bzw.

2 2 2
S :yzcztz(l—%j —{u+[(7—1) szu —y}v} t* =y’ {1—\;—2}2 —u’t’

2
+2y (y -1)v-ut’ —2y(y—1)v-ut2+{};—z— - }(v-u)ztz.

Nach Kirzen verschwindender Terme ergeben sich folgende quadratische Wege:

SIZ — C2t72 _u72t12 — C2t¢2 _XIZ’
s? =cit® —ut’ =c’t* —x%
Setzen wir diese aus Griinden der Invarianz gleich, d.h. s'* = c’t’* —u'’t’? = ¢*t® —u’t’, folgen
bei verschwindender Bewegung im gestrichenen System, also mit u’=0 und u =v die Eigen-
zeit t, bzw. der Eigenort X, = vt,

242
, ¢k
AN

Y

s; =c’t; =c’t® -Vt

Mit den dreidimensionalen Geschwindigkeiten

kann der Vierervektor alternativ auch geschrieben werden als

ct ct’

, (ct ct X ct’ ct’ X'
S = = = , S= = = .

ut X y u't’ X' y'

z Z'
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Vierergeschwindigkeit. Die Vierergeschwindigkeit ist die Ableitung des Vierervektors im ge-
strichenen System nach der Zeit des gestrichenen Systems,

Gy (o) 8 ()_atfoa ;00
dt’ dt’'l x) dt'dt\x ) dt’dt dt )

Die Orts- und Zeitdifferentiale sind gegeben durch

V'?X +ydt’}v, cdt =yc(dt’+ V'?X j
v c

dx = dx’{(y -1)

Differenzieren wir Ortsvektor und Zeit nach t’, ergibt sich

dx_dx'{( _1)l.dxl+ }v cdt _ c(1+l'dxlj
at ar |V e Y T ¢z dt' )

Wir gehen nun aufgrund der Umformung

dx dx’ v dx’ dt’ Y, v-u'
=—+|(y-1)—5 —+ Vv=U'+|(y-1)=-U+y |v=y|1+ u,
dt’ dt’ {( )vz dt’ ydt'} [(y )vz y} y( Czj

wobei wir von der Substitution

(—)HH—H

CZ

Gebrauch gemacht haben, von den symmetrischen Komponentengleichungen

dx (Hv-u'ju det (1+v-u'jc
ar ¢ ) a7 c?

aus. Damit lautet die allgemeinste Form der Vierergeschwindigkeit im gestrichenen System

ds d(ct) dct .dx v-u'\)(cC
=— =—+l—=7|1+— :
dt’ dt'{ x dt” dt’ c u

Quadrieren wir die beiden Komponenten, folgt aus

dx \’ vu'Y det ) v-u' Y
el — 2 1+ ' UZ’ — 2 1+ ) CZ
(dt’j ! ( c? j (dt’j ! ( c? j

nach Subtraktion der beiden Ausdriicke zundchst die quadratische Vierergeschwindigkeit
dS’ ? 2 V * U’ ? 2 2
(dt’j =y (1+ = j (c®-u?).
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Machen wir von der Relation

U= 1 Z(CZ—U'Z)

y? (l+ v Zu )
c
Gebrauch, sehen wir sofort, daR die quadratischen Wegelemente identisch sind,
(mT ) ,z(quimjz(mf
=c"—-Uu"“= — == ==,
dt’ dt’ dt’ dt’

d.h. ds’® =ds®. Umgekehrt benétigen wir fir die Riickrechnung die Differenz ¢® —u'® im ge-
strichenen System. Aus der Lorentz-Transformation der Geschwindigkeiten

Z

UV2
@_éj

% V2
(uf+u§ +uf) 1-— |—2uv+Vvi+u —
c

C
UV2
@_éj

erhalten wir mit den Substitutionen u® = u +u? +u? und u,v =u-v die Gleichung

2 2 2 2 2,,2 2
Y, v v u 2UV Uuiv C
u[1-= |+’ —2uyv+ul ——c?|1-— | —+c?|1-2+ 2 |-
” c c c y c c y

u = = 5
uv
(L_czj

uv )’
-
2 2 2
&@fwfj—&@—%j@—ﬂj
c c c , 1 )
- UV2 - - U'VZ(C i )’
@_éJ y{L_&j

Damit ist gezeigt, dal

bzw.
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Damit folgt dasselbe Ergebnis,

dS ? Cdt’ ? dX’ ? 2 2 2( V'u’j2 2 2
| =] == = ! 1 c°—u
(dt’j (dt’j (dt’j e ( )

Il
o
|
c
Il

Il
N
7\
[EEN
|
[N
‘c
Ml<
N
N
1
7N\
(@)
%‘9,-
N S
|
7N\
|Q.
—~ | X
N
I |
Il
7 N\
(@)
Sla
~ | =+
NS
7\
o_|o_
| X
N
N
1l
7N\
ol
— |
N
N

Andererseits ist die Vierergeschwindigkeit im ungestrichenen System die Ableitung des Vie-
rervektors des ungestrichenen Systems nach der Zeit,

ds_dfc)_dt d () _dvfder e
dt dt\x' ) dtdt'\x ) dtldt" dt’ )

Die Orts- und Zeitdifferentiale sind gegeben durch

dx’ = dx +{(y —1) V\'/?X - ydt} v, dct’'= yc(dt - V(;SXJ.

Differenzieren wir Ortsvektor und Zeit nach t, ergibt sich
dx’"  dx v dx cdt’ v dx
—=—+|(y-1)—-—-y|v, —=yc|l-——-—|.
dt  dt [(y )vz dt y} dt y( c? dt}

Wir machen nun mit der Umformung
dx"  dx v dx v V-u
—=—+|(y-1)—5-—-y |V=U+|(y-1)—-u—y |v=y|1- u’
dt  dt [(7/ )vz t 7/} [(y )vz 7/} y( c? j

weiter, wobei wir von der Substitution

”"W{“%-n%-u-dv}

C2

Gebrauch gemacht haben. Mit den symmetrischen Transformationsgleichungen

ax_ (1_Hju' det’ _ (1_ﬂjc
T S T c’

1Rt sich der Vierergeschwindigkeit des ungestrichenen Systems schreiben als
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ds dfct') dct’ .dx ( v-uj C
—=— ,|= +i =y|1-— -
dt  dtl x dt dt c u

Quadrieren wir die beiden Komponenten, folgt mit

dx"\’ vou) , cdt’) v-u)
(] (5]

nach Subtraktion zunéchst das Quadrat der Vierergeschwindigkeit

dsY (cdt'Y (dX'Y (. v-uY,, .
BRI R R G !

Setzen wir die Lorentz-Transformation

CZ—UIZZ;Z(CZ—UZ)
2 V-U
gy
ein, ergibt sich einfacher
(dsjz , 2 (cdtj2 (dsz (ds’]2
— | =Cc"-Uu"=|—| -|—| = .
dt dt dt dt

Auch hier sehen wir, daB die quadratischen Wegelemente identisch sind, also ds’> = ds’. Die
andere Richtung beweisen wir wie folgt:

ds'Y (cdt) (dxY L, o, . vuY,, .
&) () G e o)

S - ST S
, ( v u'jz dt’ dt’ dt dt dt

c

Viererbeschleunigung. Die Viererbeschleunigung ist die Ableitung der Vierergeschwindigkeit
des bewegten Systems nach der Zeit t' des bewegten Systems,

CZ

i(d_yj_i;(cj_i ¢ ;4
dt’{ dt’ dt’y(l_v'uj u dt’y(l_v-uJ dt’y(l_v-uj
oder die zweifache Ableitung der Vierervektors,

d(ds’j d?(ct) d*(cte,+ix) d%t .d*
=— = = +1 .
dt’\ dt’ ) dt?| x dt’? dt’?  dt?
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Die zeitliche Komponente der Viererbeschleunigung erhalten wir am einfachsten durch noch-
malige Differentiation der zeitlichen Komponente der Vierergeschwindigkeit nach der Zeit t":

d’ct d (cdt]_ d cdt ¢cd 1 ¢ 1 d 1
2 “grldt’ ) dt' (, v-ul, gydt', V.U 42 vUudt, V-U
dt’?  dt'\ dt’ ) dt y(l_vqudt y dt VUt v dt :
c c c c
c 1 1 v du 1 V-a

2 _VU( vuj ¢ dt ( vuj c
c c 4 c

die rdumliche durch nochmalige Differentiation der rdumlichen Komponente der Viererge-

schwindigkeit:

d*x d(%j_ld 1 dx 1 1 d 1 dx

dt? dt'\dt’) ydt'; viudt 7, viudi, Veudt
_vu _Veudty VU
C C C
111 dd 11 dkd 1
v’ VU, vu dtdt  y° VU dt dt VU
c? c? c2 c?
_i 1 du 1 VvV du
Y j dt

(EDRR
ﬁ{ o 1“) —a%}

CZ

Die Viererbeschleunigung ist somit gegeben durch

dct v-a

d’s' | dt"? 1 0 1 Cc

drz 42 N 3 .

X 2 v-u)\a 9 V-u v-a
a2 ) 7 (1_ j ’ ( j

1-——
C

1 v-a . 1 v-u v-au
= +1 s 1-——|a+——|.
( V- uj c 2( v-uj c cc
y —
Quadrieren wir die beiden Terme,

@t e e

C

ergibt deren Differenz die gewinschte Norm
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(58] ey ) () oo )

1- o2

Der zweite mogliche Weg flhrt tber die Differentiale der Vierergeschwindigkeit,
g du’{( ~1)— - du’+
dt’ 4 v 4

Dividieren wir diese Differentiale durch dt’, ergibt sich

d dx_d_u’+( —1)l-ﬂ dcdt v du

drdr dt VUV dr dtdt L dt
oder besser

dzx_a,+( _1)v-a’V d’ct  v-a

dt’? 4 v e T

Die Quadratur der beiden Terme liefert
a2 Y va Too(dt) 5P 2
— | =la'+(y-1 V|, |— | =~(v-a)".
(dtij [ (y ) VZ :| [ dt!Z j CZ ( )
Durch Subtraktion beider Quadrate erhalten wir zundchst die Relation
daxY (dxt) [, va T oy? N (v-a)’
i) (&)l e ey

(1) UL ()

Ldsen wir den quadratischen Term auf, folgt Gbersichtlicher

<

dtIZ dtIZ V2 V2 C2
2 2
12 ?/_l 14 12 12
=d +|————||Va) =a".
LA )

Die Norm der Viererbeschleunigung ist damit wegen des entfallenden Zeitanteils gleich der
Norm der Beschleunigung im gestrichenen System,

dct) (dx) o, (.dtY) [(dxY
— | - =—a"=lc—| -| —| .
dtrZ dtrZ dtlZ dt!Z

Alternativ hatten wir auch die Vierergeschwindigkeit ableiten kénnen. Mit den Substitutionen
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und

erhalten wir auf schnellere Weise das gleiche Resultat,

dZS'_ [XMJ_H (1+_V‘U,Jd_u+u(l.ﬂJ
a? e ar )7 ¢ Jdt’ c? dt’

!

:yﬂ+i[a’+(;f—l)v'f v}.

c \"

Der restliche Gang der Rechnung ist wie oben. Das Quadrat der Beschleunigung

, a c y-1 v-av 1 v-au

im bewegten System berechnet sich nunmehr wie folgt:

_1 2 _ 2
aro L a+(1—V2“j vau_cy-1v
4( v-uj c clc v y ¢
4

Ldsen wir die Differenz auf, erhalten wir
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" 1 ) 1 v-a{zu-a ﬁy—lv-a}
2

v-u e v-u) B
)
c c

c Vi oy ¢
2 —_— . .
. 1 6v a| ,u a(vzu}rzc_zy 1(v2ujv a
4( v.uj C c Lc vi y Lec c
y'| 1=

v‘ajz{u2 ﬁy—lv-qui(y—l)z}

6
V-u ( C
c

Die weitere Umformung ergibt

a2 — 1 ) 1 2U-av-a(1_v-uj

1 v-a) c? 2 1 u?(v-ay
B vauYl c v 2_; " v-u "l ¢
c c
1 (v.aj2 c? 2V
6 =2 -2
4( v-uj c ) v y C
1 2
c

Nach entsprechendem Kiirzen verbleibt

" 1 ) v-u)'veau v-u)(v-a) u?
a?=—— = _|a*+2a l-— | ——+[1-—| | 2| =
7/4(1_\/-uj c cC c c c /)¢

CZ

4 (1_lv.u j‘“’ (Véajz '

CZ

womit wir das obige Ergebnis bestétigen kdnnen:

Die Riicktransformation sei dem Leser als Ubung (iberlassen.
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Viererimpuls. Multiplizieren wir die Vierergeschwindigkeit des ungestrichenen Systems

ds dfct) dt'(c v-u)(c

T ' = ! = 7/ 1_ 2 '

dt  dt{ x dt (u c u
mit der Masse m des ungestrichenen Systems, erhalten wir den Viererimpuls im ungestrichenen
System,

ds ,ds (m’c
dt dt” \m'u’
Dabei haben wir lediglich noch von den Relationen
m:ym’(lJrV'zu ] dt:y(lJrV'zu jdt'
C C
Gebrauch gemacht. Bilden wir hiervon das Minkowskische Betragsquadrat,
pz _ (m;ﬁjz -m? (Cz _urz)
dt’ '

kann die Impulsenergie unter Verwendung der bereits hergeleiteten Formel

1
2 2 2 2
U= (c*-u )

2
pz :[mﬁj :m—z(cz_uz): mz(cz_uz)
dt 2 V- -u
4 1- 2
C
gebracht werden. Diese GroRe kann nicht negativ werden, weil die Energie dem Impuls stets
vorauseilt. Damit folgt sofort die Energie- und Impulserhaltung

pz :C_Zz_mzuz :mz(cz_uz):mrz(cz_urz)zc_rz_m u?=p

Wenn wir u’=0 und entsprechend u=v setzen, lalt sich daraus mittels der Ruhemasse
m'=m, die Energie-Impuls-Beziehung ableiten,

bzw. E?=mic*+m?v’c’.

Substituieren wir hingegen
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m,:ym(l_v_-y)
c

folgt aus

E? 22 2,2 v-u) 2 2
M=y 1= (¢ —u?)

die Gleichung
vuY u?) u?
E2 = m2C4 }/2 (1——2] (1——2j+—2 .
c c c
Mit der schon mehrfach bewiesenen Relation
2 12 2
V-u u u
72(1— 2 j (1—(:—2}:1—?

erhalten wir daraus die Einsteinsche Energie-Masse-Aquivalenz E = mc®. Aus der Gleichheit
der quadratischen Viererimpulse

E2 EIZ
_2_m2u2 — - _m/2u12
C C

ergibt sich durch Ziehen der Wurzel auf beiden Seiten wegen

2 2 1\ 2 12
(mﬁ) :E——mzu2 bzw. (m’ ds) = EZ —m’?u’?
c dt’ c

sogar die lineare Energie- und Impulserhaltung,

ds ,ds’
m—=m'—.
dt dt’

Gleichsetzen von

ergibt nach Real- und Imaginarteil getrennt die herkdmmliche Energie- und Impulserhaltung
E'=E und m'u"=mu.

Multiplizieren wir hingegen die Vierergeschwindigkeit des gestrichenen Systems

ds' d(ct) dt(c ( v-u'j c
r: [ = [ :7/ 1+ 2
dt’ dt'{ x dt’\u c u
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mit der Masse m’ des gestrichenen Systems, erhalten wir umgekehrt den Viererimpuls des ge-
strichenen Systems in Abhangigkeit von Variablen des ungestrichenen Systems,

, ., d¢ ds’ (mc
p =M =MN—= .
dt’ dt  {mu

Bilden wir von dieser Gleichung das komplexe Betragsquadrat,

2 ds"’ 2( 2 2
p =(maj —m? (?-u?),

kann sie unter Verwendung der bereits hergeleiteten Formel

1
c2_u?= Z(CZ—U'Z)

e
C

auf die Form

ds'\? m?
12: m-— — CZ_UIZ :mrz CZ_UIZ
e =(m CE u,_vjx )= (e*-u)
y | 1+—
C
gebracht werden. Hieraus folgt wieder der Energie- und Impulserhaltungssatz fur jedes belie-
bige Bezugssystem,

12 2
E

p/2: . _erUIZ:er(CZ_UIZ):mZ(CZ_UZ): . _m2u2:p2'
C C

Analog zum Vierervektor kann der Viererimpuls auch geschrieben werden als

c'E c'E’

mc m'c !
p,:( j: P | p:( "j: P!
mu p, m'u P,

p, P,

Mit den Vierergeschwindigkeiten

C) ds' (C) ds
u) dt’ (u) dt’

1463t sich der Viererimpuls als Erhaltungsgrofie auch wie folgt darstellen:
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c'E c'E’
— » ds !
p=m = P pam®=] P
dt p, dt P,
P, P

Viererkraft. Die Viererkraft des ungestrichenen Systems ist die Ableitung des Viererimpulses
des gestrichenen Systems nach der Zeit des ungestrichenen Systems,

1de
dt  dt{mu dmu C
dt

Das ist wegen
mzy@+vfjm'
C
aquivalent mit

dp _d(mec) dt'd(c’E_ 1 (F’-U’HF,)
dt  dtimwu') dtdt'| mu ( \/.u'j c '
vy 1+

C2

Umgekehrt ist die Viererkraft im gestrichenen System die Ableitung des Impulses des ungestri-
chenen Systems nach der Zeit des gestrichenen Systems,

1dE’
m’C - ’ I‘ !
dp_d(me) o | Fu e
dt’ dt'\m'u’ dm’u’ c
dt’
was wegen

mzy@+vfjm'
C

aquivalent ist mit

dp d(mc dt’(ldE’ .dm’u’j 1 F.u j
= =—| ——+I = +IF" |.
dt dtim'u’) dt!c dt dt’ ( v'u’j C
vl 1+ >
C

Wenn das Quadrat des Kraft-Vierervektors eine ErhaltungsgroRe ist, missen wir zeigen kon-
nen, daf
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(ld_Ejz_(dmuf_(F'U)z e 1 [Py,
c dt dt a C2 B V.u’j2 C2
2

und damit

_F
v-u')
7/(1+ o2 j

Gehen wir von der Newtonschen Kraftgleichung im ungestrichenen System aus,

F=

dmu dm du dm
=——=U—+M—=U—+Mma,
dt dt dt dt

dann transformiert sich die Kraft mit den Groflen Masse

, v-u'
m=ym (l+ > j
c

deren Ableitung

T ’ . ’_Z_r '
dt dt 1+V2U c® dt’ dt 1+
C C

dm dm’ m v du dm’ m v-a
= + + >

sowie der Geschwindigkeit
;u,{u_{(y_l)iz.hl}v}
1+ o2 v vor

und der Beschleunigung

a' y-1 v-a' 1 v-a')
a= 2 3 2 |V~ 2 U
2 v-u' 3 v-u' v 2 v-u' c
| 1+ o2 y | 1+ o2 yil o2
! -1 ! I\ !
- 1 a’—y_1(1+v'2uj (vza)v_(“vzuj (VfJu’
2(1 V.u’j 14 C \ C C
C2

wie folgt:
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+ L {(y—l)l2 u—+1}(x-m’a’jv+ ! —m'a’
v-u' Ve oy c c v-u
(l+ o2 j (l c? j
y—1 (v , ,)v 1 (v , ,ju’
— 7 _.ma __—2 —_— _
) v-u' v v-u' c c
yoil o2 1+ o2

Die Terme proportional zu u’ kiirzen sich sofort heraus. Nach entsprechender Umformung der
restlichen Ausdriicke verbleibt

1 ., ,dm’ v ( ,dm"\v dm’
F=—————ima'+u'—+(y-1)—| U — |[—+yv—r
( v-uj dt’ v dt’ v dt’

Y l+72
1 v-u' o1 v? v .,V
+—,2[(y—l) 5 +—[1+y2—2—yﬂ(—-maJ—.
v-u ¢y c v v

7(14‘ o2 J

Dies laRt sich weiter vereinfachen zu

!

1 m +ma +v ( —1)1- u’d—m+m’a’ + dm’
Y dt’ ydt’ '

(o
7/(Hv-uj t

CZ

F=

Substituieren wir die Kraft geméaR

F’:u’dm +m'ad,
dt’
ergibt sich
1 v-F'  dm’
F=—|F+Vv|(y-1)—+y—| |.
( v-u’)( {(y ) v dt’D
vl 1+ o2

SchlieRlich missen wir noch die Masse
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nach der Zeit t" im gestrichenen System differenzieren. Mittels der Identitat
2 2
A
1Y C C
— =
c UV
CZ

formen wir zunéchst wie folgt um:

V-u 2
m(l— o2 j m 1—u72
m' = = c_
\/1_v2 \/1_u'2
c? c?
Die Ableitung der Masse in Variablen des gestrichenen Systems ergibt sich dann zu
u? v2 u?
"o eyt 1,1
U= s u-ma’= S u-ma.
u? ¢ dt v-u u? C u“c
1- 1-—2 | - 1--3
C2 [ Cz ) C2 C

Wegen u’(u’-ma’)=(u’-u")ma’ kann die Kraft nun wie folgt geschrieben werden:

dm"
dt’

! IETY ! ! [ ! ! !
m u(u m(u-uja
F'=ma'+u—=ma'"+— ( )zm’a'+—( )
d! C2 u12 CZ 12
1- 2 1- 2
C C
12 12 [N
ma
_ IAl IAl
2 |:ma(1_ C2]+_2maj|_ 2
1- 2 1- 2
C C

Umformung ergibt

u/2 u12
F|l1-— [=m'd" bzw. F'=ma+—F,
c c

und Multiplikation mit u’ liefert das Skalarprodukt

2
u!
F-u'=ma-u'+—F-u,
c

woraus am Ende die Identitat der Massenanderung im gestrichenen System folgt:

’

dm' F-u'-ma-u’_ F'-u
dtl urZ CZ )

Eingesetzt ergibt sich die Rucktransformation der Kraft,
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1 v-FF.u
F=———|F'+Vv|(y-1)— .
( V.u’j( [(7/ ) v2 Ty c? :D
v 1+—

Cc

Wir kénnen nun die Kraft quadrieren,

1

2
, v-F F.U 1
Fler Z(F +v[(y—1) Y D = 2
}/2(1+V'uj v c yz( vouj

1+
c? c?

, . v-F F.u V- R
x{F2+2F-V{(y—l) v +y 2 }va[(y—l) v +Y— }},

C

und die quadratischen Terme auflésen,

1 , F-v)(v-F .
FZ:—V - 2{F2+2(y—1)( )S )+2}/ .
, :
y (1+ > j
c

e

Ubersichtlicher geschrieben erkennen wir, daB wir in dem folgenden Ausdruck kiirzen kénnen,

F2_ jz {F,er(zy_Z)(F’V-ZV)Z+2y(|:'.u’22(|:'.v)

!

+(}/2 2y +1) (F'V-z\/)2 +(2},2 _Zy)(F’.u'z(F’.v) +ﬁ7/2 (F’.u')z }

Mithin verbleibt

= A A S )
v-u' Vv c c Cc
)/2(14_ 2 j - .
c

Mit dem Energieanteil der Viererkraft verfahren wir &hnlich:
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1dE _Fou_ 1 Z{F'-u'{(y—l)v'z': +yF~2u}V'u,
c dt C ) ( V.u’j \; c
yell+s—
c
- (y—l)v'u,+y F.v+ (y—l)V'F,ﬂ/F,.u, (y—l)v‘u’ﬂ/ V-V,
V2 V2 CZ V2

Multiplizieren wir alle Beitrage aus und ordnen sie tibersichtlich an, erhalten wir den Ausdruck

1dE 1 ., F'-v)(v-u' F'-u)(v-u' ,
LoE ,)Z{F.MW ) Ee),

v-u v c
720(1+ ;
c

+(7/—1)2W+y(y—1)W+y(y—1)F'-V+7/2\é—§F’-u'},

den wir durch Kirzen wie folgt vereinfachen kdnnen,

1dE ;T{H?,Z‘é_z}:uuur(?,z1)(F’-v)(V-u')

V2

+y ++y2F'-V}.

Schlief3lich ergibt sich

ld_E:;Z (F’-u’+F’-v)(1+V'2uj _ 1 ’(F.u +F.vj.
c dt v-u' c 1 v-u c c
cll+ > + 2

C

Quadrieren wir die beiden Terme und subtrahieren sie voneinander, folgt

(Ed_Ejz_(dmujzz 2(1 1 jz{yz(F’.u’)z+2y2(F’.u')(F’.v)”z(F’-v)z

c dt dt v-u'
+ 2
c

(F vy

—_— —__}/ —_—
V2 CZ 2 2

—F?+(y*-1)

Nach Kurzen der entsprechenden Beitrage verbleibt die Bestimmungsgleichung

(ld_Ejz_(dmujzz 1 (F’.u’)Z_F,2
c dt dt 2( v-u’j2 c? .
Y 1+C72
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Damit hatten wir den Beweis vom ungestrichenen ins gestrichene System erbracht. Der Beweis
vom gestrichenen ins ungestrichene System geht von der Viererkraft des gestrichenen Systems
mit Hilfe der Ableitung

dt 1

dt’ v-u
)
c

aus,

1dE
dp'_d(mec) |cadt :E(ld_EHdeJ: 1 (F-UHF}
dt’ dt'{ mu dmu dt'\ c dt dt v-u c

ra e

Wegen des Impulserhaltungssatzes mul3 dieser Ausdruck gleich sein zu

dp_d

= +iF'.
dt’ dt’

m'c) 1dE’ L dmu R
mu’) c dt’ dt’ c

Um den Beweis zu fuhren, erweitern wir die in Aufgabe 180 hergeleitete Beziehung

d_m_(F—ma)ou _F-u
d  u? G

auf die Energie, deren Differential dE =F-du =F-udt sich wie folgt umformen laRt:

2 2
g€ _ dme =C—2(F—ma)-u=F-u.
dt dt u

Damit kénnen wir die Ableitung der Energie in der Ausgangsgleichung substituieren,

ol e )

C

Dieses Ergebnis mull wegen

1dE’ _F-U

cd’ ¢

mit der quadratischen Viererkraft im bewegten System bereinstimmen,

1 (dE'jz (dmj _(Fu) e

ezl dt’ dt’ c?

Multiplikation von Kraft

Copyright © 2024, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 27



Mathematikaufgabe 181

F’—m(FJrV[%(y—l)—y%D

fuhrt auf die Gleichung

A 1 F-v F-u v-u
Fu=s——+-—= F—i—[(]/—l) — =Y }Vj{uj{(y—l) > —y}v}
%)
i 2 2
2 V-u L C C 2 V-u \
/4 1- c2 4 1- c2
die wir auf ihre endgultige Form
F!u!:;z|:y2|:u(l_v_.zuj_yZF'V(l_v-zuj}:F-U_F-V
2 V-u c c 1_M
yo|1- o2 c2

Bringen kdnnen. Der zeitliche Anteil der Viererkraft stellt sich dann wie folgt dar,

(F’-u’)2 (F-u—Fov)2 (F-u)z—2(F-u)(F-v)+(Fov)2.

c? B v-u z " v-u ?
cz(l— o j cz(l— o j

Den raumlichen Anteil erhalten wir durch Quadrieren der Kraft im bewegten System,

1

2
, F-v F-u
Fie—— | F+v|—(7-1) -7y —;
2(1 V.uj Vv C
)/ p—

CZ

F-v)

+(y—1)2(—2_2y(y_1)('—2'+£},2 (Fg)z}

v C C C

Nach Kirzen entsprechender Terme verbleibt
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Subtrahieren wir die beiden Anteile, ergibt sich

2{(F-u)2_2(F-u)(F-v)+(F-v)2}

1 ’ 2
(F z’l) _F!2: 1
c (1_v-u

1

. . 2
— |+ .
( V-u )2 {yZ V2 7/2 CZ C2 C2 :|
1-—-

C

Wie man sieht, hebt sich der gemischte Term weg, womit wir nach einiger Umformung unser
gewdiinschtes Resultat erhalten:

12 2 )2 2 2
C g 2 (2] E ey L
C 2(1 v-uj C c C c
YV it— 2| -

Damit haben wir gezeigt, daR auch der umgekehrte Weg zum Ziel fuhrt und die quadratische
Viererkraft invariant ist,

R IR CIE R C I E R
¢’ \ dt’ dt’ dt’ ) | c?\ dt dt ¢’ dt’ dt’ '

Damit bleibt das quadratische infinitesimale Impulselement erhalten:®

N2 2
dp? :(dTEj —(dm’u’)2 :(d_Ej —(dmu)2 =dp”

c

ged

> Bedauerlicherweise konnten wir, wie wir das beim Ortsvektor getan haben, fir den dreidimensionalen Impuls
kein eigenes Formelzeichen einfiihren, da dies nur Verwirrung gestiftet hatte.
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