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Aufgabe: Sie fliegen mit einem UAV in der Atmosphére eines wasserlosen magnetfeldfreien
Planeten oder Mondes, dessen Oberflache zwar topographisch vermessen ist, auf dem aber
kein GPS-System installiert ist. Wie navigieren Sie?

Losung: Zum Zeitpunkt der Ortsbestimmung (siehe Abb. 1) befinde sich das Flugzeug in
einem kartesischen Koordinatensystem im radialen Abstand p, vom topographischen MeR-

punkt (xly, Vi zl) und im Abstand p, vom topographischen Mefpunkt (xz‘, Yo, 22) Im be-
wegten Bezugssystem sei das Flugzeug selbst am Ort (0, 0, h). Die Peilung der topographi-
schen MefRpunkte erfolge in einem Inertialsystem unter den Elevationswinkeln & und &,,

wobei wir die Winkel nach unten positiv zahlen. Ferner sei der topographische Punkt 2 weiter
entfernt als der topographische Punkt 1, womit ¢, > ¢,. Der Differenzwinkel im Azimut zwi-

schen den beiden topographischen Punkten sei ¢. Nun wéhlen wir die Entfernungen ohne

Beschrankung der Allgemeinheit so, dal? wir keine sphérischen Koordinaten fiir Lange und
Breite verwenden mussen. Dann sind die radialen Abstande im Aufpunkt gegeben durch

p,=htang, und p,=(h-Az)tang,,

womit nach dem Kosinussatz der Abstand Ap zwischen den beiden topographischen Punkten
durch die Gleichung

Ap® =%, =% = p} + pl - 2p,p, COS

beschrieben wird.

Z

. _~ Flugflache

- X
Abbildung 1. Schematische Anordnung zur Peilung zweier topographischer Punkte von einer Flugflache aus

Setzen wir die radialen Abstande in diese Gleichung ein, erhalten wir den Ausdruck
Ap® =(h—Az)’ tan® ¢, + h* tan? g, — 2h(h — Az)tan &, tan &, cos

und nach Umformung eine quadratische Gleichung:
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(tan? &, —2tan &, tan £, cos @ + tan® &, h? + 2Az tan 5, (tan £, cos p — tan &, h
+Az% tan® g, — AX* — Ay* = 0.

Diese bringen wir auf die Gbersichtlichere Form
ah®+bh+c=0.

Es ergeben sich die beiden Lésungen

—b++/b®—4ac
hl,Z :—Za y

wobei die Abkurzungen gegeben sind durch

a=tan’g —2tang tane, cosg +tan® ¢,,
b=-2Aztans,(tan e, — tan & cos @),
C=-AX*— Ay’ + Az’ tan’¢,.

Betrachten wir zunachst den Spezialfall der Deckungspeilung ¢ =0 mit z, > z,, dann verein-
fachen sich die obigen Koeffizienten flir Ay =0 und x, > X, zu

a=(tang —tang,),
b=2Aztane,(tane, —tane, ),
c=Az*tan’ g, — AX?,

und die Lésungen der quadratischen Gleichung sind ebenfalls sehr einfach zu berechnen:

—Aztane, £ AX
h1,2 = '
fang —tang,

Da die Hohe nicht negativ sein kann, folgt mit dem positiven Vorzeichen flr den vertikalen
Abstand vom unteren topographischen Punkt das nunmehr eindeutige Ergebnis

o _ Ax—Aztane,
tang, —tans,

Fir z, =z, ist Az =0, und die Koeffizienten lauten

a=2(1-cosp)tan’e,
b=0,
c= —(Ax2 + Ayz)

In diesem Fall ergibt sich der einfache Ausdruck

he V2 AX? + AY?

~ Jl-cosptane’
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Man kann die gesamte Berechnung auch in Kugelkoordinaten durchfiihren, was jedoch fur die
Demonstration der prinzipiellen Machbarkeit ohne Belang ist.

Abbildung 2. Positionsbestimmung mittels Schnittpunkten zweier Kreise

Die Standortbestimmung erfolgt durch Schneiden der beiden Kreise

x*+y*=pf,
(x—axf +(y-Ayf = p}

im Koordinatensystem eines der beiden topographischen Punkte (siehe Abb. 2). In unserem
Beispiel haben wir dafur TP 1 gewahlt. Setzen wir x =« — £ -y in die einfachere der beiden

Kreisgleichungen ein, so erhalten wir mit den Abkirzungen
_ pL = ps + A+ Ay?

o= )
2AX

_ Ay
'B_Ax

die Losungen

y __b1+\lb12_4aicl y __b1_\lb12_4aicl
3 2a1 ’ 4 — 2a1 y

sta_ﬂ.y3, X4=(X—ﬂ~y4,

wobei die Koeffizienten der quadratischen Gleichung gegeben sind durch

a=1+p" b=-2af c=a"-p.
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Zum Schluf® muf} noch unter Beachtung des Vorzeichens die richtige Lésung herausgefunden
werden. Diese findet man durch Berechnung der Flachennormalen mit Hilfe der VVektorpro-
dukte AXx X, und AXx X,, wobei

AX = AXE, + AYE,,
X3 = X6, + Vi€,
X, = X,& + Y,E,.

Daraus folgen die Vektoren der Flachennormalen zu

AXx %, = (AX-y, —Ay - %, )&, und AXxX, =(Ax-y, —Ay-X,)E,.
Legt man die Reihenfolge der topographischen Punkte im mathematisch positiven Drehsinn
fest, so muf3 der richtige Normalenvektor ein positives Vorzeichen haben. In dem nachfolgen-

den Beispiel liefert nur das Paar (x3,, y3) ein positives Vorzeichen. Der gemessene Standort

hat damit im gestrichenen Koordinatensystem des 1. topographischen Punkts die Koordinaten
(-5,0,5)

Zur Kalibrierung des Navigationskreisels mu3 das Flugzeug exakt mit der Verbindungsgera-
den zweier bekannter topographischer Punkte in Deckungspeilung gebracht werden, um so
die Nordrichtung des Inertialsystems festzulegen. Die x-y-Ebene wird durch den kinstlichen
Horizont definiert. Die Kalibrierung muf? wegen der Kreiseldrift in angemessenen Abstanden
wiederholt werden. Lassen sich im Missionsgebiet tber langere Distanzen keine topographi-
schen Punkte auffinden, muf3 vorubergehend Koppelnavigation zum Einsatz kommen. Inner-
halb unseres Sonnensystems ware nachts eine Positionsbestimmung auch mit einem automati-
schen Sextanten bzw. einem Sternentracker maoglich, sofern eine analytische oder numerische
Ephemeridenberechnung anhand tabellarischer MeRwerte mdglich ist. Bei einem im Orbit
uber dem jeweiligen Planeten kreisenden Satelliten konnte die Navigation auch durch Bild-
korrelation durchgefiihrt werden, sofern der Satellit an der richtigen Stelle steht. Ohne jegli-
ches Referenzsystem ist eine Navigation nicht moglich.

% Flugnavigation auf extraterrestrischen Himmelskodrpern

% Als bekannt vorausgesetzte topographische Punkte und daraus abgeleitete
% bekannte Groflen

x1 = 5;
yl = 0;
z1l = 0;
X2 = 7;
y2 = 3;
z2 = 2;
Delta x = x2 - x1;
Delta y = y2 - y1;
Delta_z = z2 - z1;

Delta_rho = sqrt((x2 - x1)"2 + (y2 - yDH"™2);
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% Berechnungen zu Testzwecken
rhol_test = sqrt(x1"2 + yin2);
rho2_test = sqrt(x2”2 + y272);
h_test = 5;
epsilonl = atan(rhol_test/h_test);

epsilon2 = atan(rho2_test/(h_test - Delta_z));
phi = acos((rhol_test”"2 + rho2_test™2 - Del-
ta_rho”2)/(2*rhol_test*rho2_test));

% Positionsmessung

a = tan(epsilonl)”2 - 2*tan(epsilonl)*tan(epsilon2)*cos(phi) +
tan(epsilon2)"2;

b = -2*Delta_z*tan(epsilon2)*(tan(epsilon2) - tan(epsilonl)*cos(phi));
c = - Delta x™2 - Delta_y”2 + Delta z"2*tan(epsilon2)"2;

h
rhol
rho2

(-b + sgrt(b”"2 - 4*a*c))/2/a
h*tan(epsilonl)
(h - Delta_z)*tan(epsilon2)

% Berechnung der beiden Schnittpunkte
alpha = (rhol”2 - rho2”2 + Delta x"2 + Delta_y”"2)/2/Delta_x;
beta = Delta_y/Delta x;

al = 1+betan2;

bl = -2*alpha*beta;

cl = alpha™2-rhol”2;

y3 = (-bl + sgrt(b1”2 - 4*al*cl))/2/al
x3 = alpha - beta*y3

y4 = (-bl - sqrt(bl”2 - 4*al*cl))/2/al
x4 = alpha - beta*y4

% Bestimmung des positiven Vorzeichens durch Flachenberechnung

S3
S4

Delta_x*y3 - Delta_y*x3
Delta_x*y4 - Delta_y*x4

>> flugnavigation

h =5.0000
rhol = 5.0000
rho2 = 7.6158
y3=0

x3 =-5.0000
y4 =-4.6154
x4 =1.9231
S3 =15.0000
S4 =-15.0000
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