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Aufgabe: Berechnen Sie die Tragheitsmomente und Drehimpulse zweier zu fusionierender
Schwarzer Locher.

Losung: Das Tragheitsmoment einer Sphare ist definiert durch das Integral
| = Ipzdm

Uber alle Massenelemente dm = odS einer Oberflache S mit Radius r und Oberflachendichte

m
oc=—-= .
S A4xr?

Wie wir in Physikaufgabe [194] gezeigt haben, gilt fur die Oberflachendichten und Radien die
Relation o,R, = 0,R, = oR,. Dementsprechend sind die Massen der beiden Schwarzen Locher

gegeben durch

m =470,R* =47ocR,R  bzw. m, =470,R} =4r0RR,,
mit einer Gesamtmasse von

M =m, +m, =470R, (R, +R, ) =47cR:.

Am Verhaltnis der Massen sehen wir, daf? diese sich wie die Radien verhalten:

m droRR, _&
m, 4rzoRR, R,

Wir werden die Beziehung mR, =m,R, spéter verwenden. Der senkrechte Abstand der Mas-
senelemente zur Drehachse p ist mit dem Kugelradius r durch folgende Relation verkniipft,

p=rsing,

wobei 8 der Winkel zwischen Radius und Drehachse ist. Damit ergibt sich das folgende Fla-
chenelement:

dS = pde-rdé =r’sinfdode.
Setzen wir dieses in das Tragheitsintegral ein, folgt
| :ajrzsin2 ods = ar4jsin3 6dod g,

wobei wir die Oberflachendichte wegen der Konstanz des Radius vor das Integralzeichen zie-
hen kdnnen. Am Ende verbleiben nur die beiden Integrationen tber € und ¢:

2 2z 2 2 T
I =m_|‘sin3¢9d9.|' dqo=m]sinsedezm[—cose+lcos3 6’} .
A 5 2 5 2 3

0
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Setzen wir die Integrationsgrenzen ein, ergibt sich das Tragheitsmoment einer Sphare, sprich
eines Schwarzen Lochs, um eine Achse durch den Mittelpunkt:

mr? 1 11 2,
| =——| —-cosz+—=CoS" r+1—=|=—mr".
2 3 3 3

Der entsprechende Drehimpuls lautet

2
L=Ilw==mr?p,
3 @

wobei @ =¢ die Winkelgeschwindigkeit ist. Die beiden zu fusionierenden Schwarzen Locher
besitzen demnach folgende Drehimpulse um ihre eigenen Symmetrieachsen:

lella):gmlngb bzw. Lzzlza)zgmszng.

Diese missen nun — weil wir sie addieren wollen — mit Hilfe des Satzes von Steiner auf eine
gemeinsame Drehachse umgerechnet werden. Den Schwerpunkt haben wir in Physikaufgabe
[194] ebenfalls bereits berechnet. Er liegt im Abstand des Radius des ,,Satelliten” bei T = R,.

Nach dem Satz von Steiner lauten die Tragheitsmomente, bezogen auf eine gemeinsame Achse
durch den Schwerpunkt, wie folgt:

2

l, :gmlRl2 +ml(F—r1)2 :gmlRl2 +m, (R, —rl)2

:gmﬁ+m¥,
I, :§m2R22 +m, (I, —T)2 :§m2R22 +m, (I, —RZ)2 :§m2R§+m2Rf,

wobei wir =0 und r, =1, —r, =r =R, gesetzt haben. Das Gesamttragheitsmoment ist damit
gegeben durch

| =§(mlRf+m2R22)+ m,R? +m,R2,
Die Drehimpulse
2 2 2 . 2 2 2 .
L = §m1R1+m1R2 ¢ L= §m2R2+m2R1 4

addieren sich nach Multiplikation der Tragheitsmomente mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ zu
einem Gesamtdrehimpuls von

L= L1+ L2 =|:§(m1R12 +m2R22)+m1R22 +m2R12}(b'

Mittels der oben abgeleiteten Relation m R, =m,R, kdnnen wir die Drehimpulskomponenten
wie folgt umformen,
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2 ) 2 )
L= (g m1R12 + mlengo = (g m1R12 + m2R1R2j¢,

2 2 ). (2 o2 .
L, = §m2R2 + MR |p= §m2R2 +MR,R, |9,

womit sich ein Gesamtdrehimpuls von

2 2 . (2 2 mm .
L+L :(gmlRiz +§m2R22+MR1R2j§0:(§m1R12 +§m2R22+1TZR§j¢

2 2 .
=(§m1(RS -R,)’ +§m2(R5 —R1)2+yR§j(p

ergibt. Dabei ist

mm, m,m,
ﬂ = =
m, +m, M

die reduzierte Masse. Durch weitere Umformungen gelangen wir schlieBlich zu dem Ausdruck

2 2 .
L= 5ml(RS2 —2R8R2+R§)+§m2(RSZ—2RSR1+R12)+,uR§]go

2 4 2 )
- g(ml+m2)RS2 —g(mle +m,R, )Ry +§mlR2(R2 + Rl)+,uR32]g0

2 4 1 )

= 5|\/|RS2 —g(mle +m,R, )Ry +§(m1R2 +m,R, )Ry +,uRSZj¢

2 mR, +m ) 2 R }

= EM —%Jﬁuj&z(p:[gM -2M Rézz +,uszzg0,
S S

den wir nach Ersetzen der Radien- durch die Massenverhéltnisse in das endgultige Ergebnis
=[S -2 JRip=( SM 2w Rip = MR- R
uberfiihren kénnen. Da sich die Drehimpulse
2 2 2| - 2 2 2 .
L = §m1R1 +mR; ¢ und L,= §m2R2 +m,R’ @

auf eine gemeinsame Achse durch den Schwerpunkt beziehen, der Gesamtdrehimpuls jedoch
nicht, miissen wir diesen ,,Fehler* korrigieren und den Steinerschen Versatz, der sich in der
reduzierten Masse ausdriickt, wieder addieren. Damit ergibt sich der konstante Gesamtdrehim-
puls zu

%MRSZ(b = L1 + Lz +/JR32¢: (% m1R12 + m1R22]¢+(§m2R22 +m2R12j(j’+ﬂRsz¢’
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ged

In der folgenden Abbildung sind alle drei Beitrdge zum konstanten Tragheitsmoment der zu
fusionierenden Schwarzen Lécher graphisch dargestellt. Wie man sieht, ist der Gesamtdrehim-
puls unabhangig vom jeweiligen Wert der reduzierten Masse. Ihn irritieren die jeweiligen Mas-
sen der beiden Schwarzen Locher nicht, egal wie diese sich verteilen.

Tragheitsmomente der Bahnkurve
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Abbildung 1. Tragheitsmomente zur Drehimpulsaddition

Im Anhang findet sich ein kurzes Programm zur Berechnung der Tragheitsmomente. Fir die
Gesamtmasse und den Schwarzschildradius wurden willkirlichen Maleinheiten gewahlt, da es
uns hier lediglich darauf ankommt, die Konstanz nachzuweisen.

Anhang

% blackholefusion
clear all

M=1;
RS =1;
n=101;

fori=1:n
m1(i) = (i-1)*M/(n-1);
m2(i) = M - m1(i);
mu(i) = m1(i))*m2(i)/(m1(i) + m2(i));
R1(i) = (i-1)*RS/(n-1);
R2(i) = RS - R1(i);
J1(i) = 2/3*m1(i)+R1(i)"2 + m1(i)*R2(i)"2;
J2(i) = 2/3*m2(i)+R2()"2 + m2(i)*R1(i)"2;
J3(i) = mu(i)*RS"2;
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J(i) = J1(i) + J2(i) + J3(i);
end

plot(m1,J1)

xlabel("$m_{1}/M$' 'interpreter','latex’)
ylabel('$1_{1}, I_{2}, |_{3}, I$"'interpreter','latex’);
hold on

plot(m1,J2,'r")

hold on

plot(m1,J3,'m’)

hold on

plot(m1,J,'g)

title("Tragheitsmomente der Bahnkurve');

grid on

legend('$l_{1}%$''$l_{2}%','$1_{3}%','$I$' 'interpreter','latex’);
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